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Введение.


В последние годы задачи с параметрами, прежде всего уравнения и неравенства с одним параметром, постоянно встречаются не только на вступительных экзаменах в высшие учебные заведения, но и в контрольных и экзаменационных работах в школе.


Задачи с параметрами для учеников массовой школы являются непривычными, а для многих из них  сложными. Часто изобилие всевозможных вариантов и подвариантов, на которые распадается основной ход решения, вызывают трудности в написании ответа. Практика показывает, что задачи с параметрами представляют наибольшую сложность в логическом плане и поэтому умение их решать во многом предопределяет успешную сдачу экзамена.


Задачи с параметрами хорошо развивают логическое мышление, тренируют внимание и память. Решение этих задач по существу представляет собой исследование функций, входящих в уравнение, с последующим решением уравнений или неравенств с числовыми коэффициентами.


Введение параметра способствовало появлению качественно новых типов задач, вдохнуло новую жизнь в такие традиционные виды задач, как решение уравнений и неравенств.


Работая по теме: «Решение задач повышенной трудности с параметрами» мы постоянно занимаемся исследованием, изучаем новую литературу, ищем новые интересные методы, творчески подходим к каждой новой задаче.


Проблема решения задач с параметрами состоит в том, что в изучении школьного курса математики очень мало отведено времени на эту тему, во многих современных учебниках эта тема совсем не затрагивается на должном уровне и выпускники должны пройти факультативный курс по решению задач с параметрами. Поэтому я выбрал тему: «Решение задач повышенной трудности с параметрами», т.к. считаю её очень значимой и важной, в то же время очень увлекательной и интересной.


В работе поставлены следующие цели:

1) Рассмотреть теоретические вопросы по решению задач с параметрами.

2) Прорешать задачи по изученной теме.

Работа состоит из нескольких частей: введение, основная часть, заключение и приложение.

В основной части мы рассматриваем следующие вопросы:

1.Об одном  классе параметрических задач.

2. Применение уравнений и неравенств, содержащих параметры, при решении двух классов нестандартных задач.


Рассматривая эти вопросы с теоретической точки зрения, в работе также приведены конкретные примеры, кроме того в приложении предлагаются интересные задачи, которые я прорешал.

Моя работа состоит из нескольких частей: введение, основная часть, заключение и приложение.

В основной части рассматриваются следующие вопросы: 

1. Об одном классе параметрических задач.

2. Применение уравнений и неравенств, содержащих параметры, при решении двух классов нестандартных задач.

Рассматривая эти вопросы с теоретической точки зрения в работе приведены конкретные примеры, кроме того в приложении предлагаются интересные задачи, которые я решил.

§1. Исследование по теме: «Задачи с параметром».


Существуют не только уравнение и неравенства с параметрами, но и много алгебраических задач, содержащие параметры.

В подобного рода задачах встречаются два вида символов: неизвестные или переменные (обычно обозначаются буквами x, y, z…) и параметры (а, в, с,…).

Конечно разница между ними всегда условна, в известной степени можно сказать, что параметры – это переменная, значение которой считается фиксированным, и каждое значение параметра определяет относительно заданного неизвестного соответствующее уравнение, неравенства, системы. Иными словами, уравнение с параметром является фактически семейством уравнений, рассматриваемых при фиксированном значении параметра.

При решении уравнения или неравенства с параметрами необходимо выяснить при каких значениях параметров уравнение или неравенство имеет решение, и найти все эти решения.


Таким образом решить неравенство, содержащее параметры, это значит определить, при каких значениях параметров неравенство имеет решения и для всех таких значений найти их.


Если хотя бы одно значение какого-либо параметра не исследовано, решение задачи не может быть признано полным.


Помимо задач в которых требуется решить неравенство при всех значениях параметра, встречаются задачи, где нужно из всех значений параметра выделить те, при которых неравенство будет обладать некоторыми задаваемыми свойствами; например, будет удовлетворять при любом значении переменной, или вообще не будет иметь решений, или будет иметь только одно положительное решение.


Все задачи с параметром можно распределить на следующие:

1. Квадратный трёхчлен. Расположение корней квадратного трёхчлена.

2. Необходимые условия в задачах с параметром.

3. Функции. Задачи на координатной плоскости.

4. Рациональные, иррациональные уравнения.

5. Системы уравнений.

6. Рациональные, иррациональные неравенства.

7. Логарифмические, показательные уравнения и неравенства.

8. Тригонометрические уравнения и неравенства.

§1.Об одном классе параметрических задач.


Как известно, в отношении уравнений с параметрами встречаются две постановки задачи.

1. Решить уравнение.

2. Найти все значения параметра, при каждом из которых решения уравнения удовлетворяют заданным условиям.

Рассмотрим задачу второго типа применительно к уравнению

аf2(x)+bf(x)+c=0,       а
[image: image1.wmf]0

¹

     (1)

Выясним, сколько решений в зависимости от значения параметров имеет данное уравнение.

y=f(x)          ay2+by+c=0    (2)

Случай 1. Функция y=f(x)  строго монотонная на всей области определения. Тогда уравнение (1) может иметь два различных корня, один и не иметь корней. 

А) (1) уравнение не имеет решений, если уравнение (2) не имеет решений, либо корни уравнения (2) не входят в область значений Е(у) функции y=f(x).


Б) (1) уравнение имеет один корень, если уравнение (2) имеет двойной корень у0
[image: image2.wmf]Î

Е(у), либо из двух различных корней уравнения (2) только один входит в область значений функции y=f(x).


В) (1) уравнение имеет два различных корня, если уравнение (2) имеет два различных корня, принадлежащих Е(у).

 Случай 2. Функция y=f(x) не является строго монотонной. В этом случае уравнение (1) может иметь более чем два корня. Для таких функций желательно построить график и выяснить, сколько корней может иметь уравнении у0=f(x) в зависимости от значения у0.


В ряде задач, например, где f(x)=sin x, вообще нельзя вести речь о существовании одного, двух и т.д. корней. Если у0
[image: image3.wmf]Î

[-1;1], то уравнение sin x= у0 имеет целую серию корней. Для таких периодических функций y=f(x) в отношение уравнения (1) обычно формулируется такая задача: «При каких значениях параметра уравнение имеет решения.

Замечания.

1. Если при исследовании количества корней уравнения (1) вы исчерпываете все возможные случаи и для каждого из них нашли соответствующие значения параметра, то объединение всех этих значений должно совпадать с ОДЗ параметра, а попарное пересечение найденных множеств значений параметра для любых двух случаев должно быть пусто. Если хотя бы одно из этих условий не выполнено, то в ходе решения допущена ошибка.

2. Если корни уравнения (2) «хорошие», то определить число корней уравнения (1) можно, «работая» непосредственно с корнями и областью значений функции y=f(x).
3. Если корни уравнения (2) “нехорошие” и содержат параметр под знаком радикала, то определять число решений уравнения (1) лучше, “работая” с коэффициентами уравнения (2) и областью значений функции у = f(х).Для этого полезно знать 9 теорем  о корнях уравнения aх² + bх + c = 0 , а = 0. (3)

 Теорема 1. Оба корня уравнения (3) больше некоторого заданного числа А:

А<х1
[image: image4.wmf]£

х2 ( af(A)>0,  D
[image: image5.wmf]³

0, х0>А.

    Здесь и далее х1 и х2  - корни уравнения (3), х0 – абсцисса вершины параболы f(х)=ах2+bх+с.
 Теорема 2. Оба корня уравнения (3) меньше некоторого заданного числа В:

х1
[image: image6.wmf]£

x2<B ( а f(В)>0, 
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]0
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 Теорема 3. Оба корня уравнения (3) принадлежат заданному промежутку (A;B):

A<х1
[image: image10.wmf]£

х2<B 
[image: image11.wmf]Û

af(A)>0, af(B)>0, D
[image: image12.wmf]0
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Теорема 4. Оба корня уравнения (3) лежат вне заданного промежутка (A;B):

х1<A<B<х2
[image: image13.wmf]Û

af(A)<0, af(B)<0

Теорема 5. Заданное число A лежит между корнями уравнения (3):

х1<А<х2(аf(А)<0
Теорема 6. Только меньший корень уравнения (3) принадлежит заданному промежутку (А;B):

А<х1<B<х2(аf(А)>0, аf(B)<0.

Теорема 7. Только больший корень уравнения принадлежит заданному промежутку  (А:B):


[image: image14.wmf]1

х

< А < х2< В 
[image: image15.wmf]Û

аf(А)<0, аf(В)>0.

Теорема 8. Чтобы корни уравнения (3)  были действительны и имели  разные знаки, необходимо и достаточно выполнения неравенства 
[image: image16.wmf]1
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]0
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. При этом положительный корень по модулю больше отрицательного, если     
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Если же 
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, то больший модуль имеет отрицательный корень.

Теорема 9. Чтобы корни уравнения (3) были действительны и имели одинаковые знаки, необходимо и достаточно выполнения двух условий: 


[image: image20.wmf]D
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При этом оба корня положительны, если 
[image: image24.wmf]0

2

1

>

-

=

+

а

в

х

х

;

Оба отрицательны, если 
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Замечание. В теоремах 4,5,6,7,8 отсутствует условие D>0.

Теорема 9 является следствием теорем 1 и 2, а теорема 8 – следствие теоремы 5.

Задача №1. Указать число решений уравнения в зависимости от параметра p:                      х4-2px2+p2-1=0

Решение.

Пусть x2=y, тогда Е(у)=[0;+
[image: image26.wmf]¥

).

y2-2py+p2-1=0 

y1=p-1          y2=p+1

Функция у=х2 строго монотонной не является. Возможны случаи: 

А) 4 корня                               p-1>0

                               
[image: image27.wmf]Û

  p>1

p+1>0

x1,x2=   p+1

x3,x4=   p-1

Б) 3 корня                               p-1=0

                                                                 
[image: image28.wmf]Û

 p=1

                                                 p+1>0

x1,x2=   p+1

х3=0

В) 2 корня                p+1>0

                                                   
[image: image29.wmf]Û

 p
[image: image30.wmf]Î

(-1;1)

                                  p-1<0

x1,x2=   p+1

г) 1 корень                p+1=0

                                                   
[image: image31.wmf]Û

 p=-1    

                                  p-1<0

x=0

д) нет корней           p+1<0

                                                         p<-1

                                  p-1<0

Задача №2.  При каких значениях параметра а один из корней уравнения (а2-2)х2+(а2+а-1)х-а3+а=0 больше числа а, а другой меньше числа а?

Решение. Для решения этой задачи воспользуемся тем общим фактом, что для того чтобы корни квадратного трёхчлена лежали на вещественной оси по разные стороны от числа d, необходимо и достаточно выполнение условия аf (d)<0

                                       Y=af(x)

В нашем случае это условие принимает вид (а2-2) g(a)<0.

Следовательно, требованию задачи удовлетворяют решения неравенства (a2-2)(( a2-2) a2+( a2+a-1)a-a3+a)<0, где a2-2=0

Решая полученное неравенство, находим, что а
[image: image32.wmf]Î
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§2. Применение  уравнений  и  неравенств,  содержащих  параметры,  при  решении  двух  классов  нестандартных  задач.

Пусть  функция         u =  f(x, y,…,z)          (1)

1.Определена  на  некоторой  совокупности  упорядоченных  наборов  n  чисел (x, y, …,z), которая  содержит  множество x.
Рассмотрим  следующие  две  задачи.

Задача  1.  Найдите  наибольшее  (наименьшее)  значение  функции 

   f   на Х. 

Задача  2.  Верно  ли  на  множестве  x  неравенство 

 f(x, y, …,z)  <c     (<c),      (2)        где   c - некоторое  число.

      Эти  задачи  тесно  связаны с  задачей существования решения уравнения с параметром.  В самом деле, число А является наибольшим  (наименьшим) значением функции f  на множестве x тогда и только тогда, когда уравнение      F( x, y, …, z) = а            (3)

Имеет решение на множестве x при а=А и при а > А ( соответственно, при а < А )   таких решений не имеет.                  

Иными словами, наибольшее (наименьшее) значение функции f на множестве Х-это наибольшее (соответственно, наименьшее) значение параметра а, при котором уравнение (3) имеет решения на Х. Ясно так же, что строгое (нестрогое ) неравенство (2) справедливо на множестве Х в том и только в том случае, если уравнение (3)не имеет решений на Х при а ( с (соответственно, при а > с). Множество Х в задачах 1 и 2 может быть задано неявно, например, оно может быть множеством

решений системы уравнений и неравенств 

g1 (x, y,…,z) V  a1        (4)

g2 (x, y,…,z) V  a2

………….

Gm (x, y,…z) V am

Здесь символ «V» может означать и символ равенства и любой из символов неравенств. В этом случае задачу 1 обычно формулируют следующим образом.

Задача 11. Найдите наибольшее (наименьшее) значение функции (1) при условии, что справедливы соотношения (4).

Задача 21. Верно ли неравенство (2), если справедливы соотношения (4)?

Ясно, что решения задач 11 и 21 сводятся к выяснению существования решения системы в зависимости от параметра а, составленной из уравнения (3) и системы (4).

Задача №1.

Найти  натуральное  значение  а,  при  которых  выражение  g (х, у) = 
[image: image36.wmf]3
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  имеет  смысл  для  всех  пар  
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,  для  которых  имеет  смысл  выражение  f(х,у)=lg(ху-а).


[image: image38.wmf]
Решение.  Функция  определена  для  таких  пар  отрицательных  чисел (х, у)  и  параметра  а,  для  которых  ху>а.  На  рис.  Это  заштрихованная  область.

Что  же  касается   функции  g (х, у),  то  она  определена  для  тех  пар  отрицательных  чисел,  для  которых  х+у
[image: image39.wmf]¹

-3.  А  тогда  если  на  рис.  рассматривать  прямую,  заданную  уравнением  х+у+3=0,  то  становится  ясным,  что  требуемые  значения  параметра  а  будут  те  значения,  при  которых  гипербола  ху=а  не  имеет  общих  точек  с  прямой   х+у+3=0.  А  это  возможно  только  в  том  случае,  когда  уравнение  
[image: image40.wmf]х

а

= -х-3  или  равносильное  ему  уравнение  х
[image: image41.wmf]2

+3х+а=0  не  имеет  решений.  Но  последнее  уравнение  не  имеет  решений  в  том  случае,  если  Д  его  левой  части  отрицателен,  т.е.  когда  

9-4а <0.
[image: image42.wmf]Отсюда  находим,  что  а
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3}.

      х+у+3=0

              ху=а

Задача №2. При каких значениях параметра а все пары (х,у), удовлетворяющие неравенству у>5(х-а)2-
[image: image46.wmf]2
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, удовлетворяют и неравенству у>x2-3?

Решение.

Требования задачи будут выполнены при тех значениях параметра а, при которых надграфик параболы у>5(х-а)2-
[image: image47.wmf]2
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принадлежит надграфику параболы у=x2-3, т.е когда параболы располагаются так, как показано на рисунке.

                                                                      у=5(х-а)2-
[image: image48.wmf]2
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                                                                                   у=x2-3

Указанное расположение парабол означает, что уравнение 

5(х-а)2-
[image: image49.wmf]2
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= x2-3

или уравнение 

4х2-10ах+5а2-
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+3=0,

имеет не более одного корня. А это будет иметь место, когда D последнего уравнения неположителен, т.е когда 
D=4(5a2-12+4
[image: image51.wmf]2
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)<0.

Решая это неравенство, находим, что а=0.

Заключение.

Тема: «Решение задач повышенной трудности с параметрами» очень, интересная и увлекательная. 


Цели, которые были поставлены в работе, достигнуты. Мною изучена дополнительная информация и литература по данной теме. Прорешано очень много интересных задач, часть которых рассматривается в работе, а также в приложении. Мне очень нравится работать по этой теме, потому что, решая задачи с параметрами всегда приходится подбирать разные способы решения и никогда не знаешь, какой будет конечный результат. 


В процессе решения развивается логическое мышление, постоянно приходится вспоминать и применять разные теоремы, методы решения, составлять графики, заниматься исследованиями. Особенно мне понравились задачи, которые можно решать рассуждая по рисунку. Ещё эта тема интересна своим изобилием разных задач, не похожих одна на другую.


Тема: «Решение задач с параметрами» очень важна в математике. Каждому выпускнику необходимо ознакомиться с ней более глубже. Мою работу можно использовать на факультативах по математике или в математических кружках для учащихся, которые заинтересуются темой «Решение задач с параметрами повышенной трудности»
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Приложение.

 Задача №1.
М – это множество, состоящее из точек a,b координатной плоскости, при которых
[image: image52.wmf]1
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, дано уравнение:

(3a-4b+15)x4+(7a-24b+35)x2+
[image: image53.wmf]1
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+a2-1=0           (*)

И данное уравнение имеет три действительных корня. Доказать, что множество М является внутренней областью многоугольника, в который можно вписать окружность.

Решение:

1) запишем (*) в общем виде:


[image: image54.wmf]0

2

4

=

+

+

g

b

a

x

x

          (1)

Пусть x2=y, тогда:


[image: image55.wmf]0

2

=

+

+

g

b

a

y

y

            (2)

Чтобы (1) имело ровно три действительных корня, надо чтобы (2) имело корни y1>0 и y2=0;

Тогда x=0 – это корень (1), значит и корень (*).

2) Если x=0 – это корень (*), то из (*) получаем 
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а) при a2-1>0  (
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a2-1+a2-1=0

2a2-2=0

2(a2-1)=0

a2-1=0
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б) при a2-1<0 (
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)

(a+1)(a-1)<0

-1<a<1

-a2+1+a2-1=0

0=0 – верно.

3) Учитывая, что 
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+a2-1=0 имеем из (*)

(3a-4b+15)x4+(7a-24b+35)x2=0

x2((3a-4b+15)x2+(7a-24b+35))=0

x2=0 или (3a-4b+15)x2+(7a-24b+35)=0
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т.к. x2>0,то 
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(7a-24b+35)(3a-4b+15)<0
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4) Прямая 
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5) Прямая 
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Т.к. 
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Найдём координаты N, для этого приравняем правые части уравнений 
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Внутренняя область четырёхугольника ABCD – есть заданное множество М, ABCD – трапеция.


В ABCD можно вписать окружность если сумма противолежащих сторон равны.

AB+CD=BC+AD
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Центр окружности будет принадлежать оси ОВ, т.к. расстояние от центра окружности до сторон AB и CD равны, и равны 1.

Задача № 2.

Найти все значение а, при которых данное уравнение имеет ровно три корня.
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Данное уравнение равносильно совокупности двух уравнений
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Найдём параметр а графически, где ось оу, заменим на ось оа.
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Задача № 3


При каких значениях p неравенство имеет действительное решение
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О.Д.З.:
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 D<0, то 
[image: image110.wmf]0

1

2

>

+

-

х

х

         

[image: image111.wmf](

)

0

1

1

6

6

3

2

2

2

<

+

-

+

-

-

-

+

x

x

x

x

px

x



[image: image112.wmf](

)

0

1

12

6

3

2

2

<

+

-

-

+

+

-

x

x

x

p

x


Т.к.  х2-х+1>0 , то
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  О.Д.З.; 
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  D<0, то 
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т.к. x2-x+1>0, то:
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Задача № 4

При каких значениях параметра a неравенство имеет смысл на промежутке 
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[image: image138]
Ответ: (0;1/3)
Задача № 5

Найти значение 
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1) Теорема Виета:

x2+px+q=0 – приведённое.

x1+x2=-p

x1x2=q

2) 2x2-3x-9=0

x2-1,5x-4,5=0

x1+x2=1,5

x1x2=-4,5
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Ответ: А=-6,375
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